Dispensa Integrali di Riemann

INTEGRALI

© Ing. Casparriello Marco - www.marcocasparriello.it



https://marcocasparriello.it/

Dispensa Integrali di Riemann

INTEGRALI SECONDO RIEMANN

Si definisce partizione P = {Xk}k:O di un intervallo [a, b] una qualunque successione monotona crescente

(X, > X, VK )chehacome valore di partenza X, =a e come valore di arrivo X, =b.
Indichiamo con 27" I'insieme di tutte le possibili partizioni dell’intervallo [a, b] .

Sia f :[a, b] — IR una qualunque funzione, ci poniamo il problema di misurare I'area sottesa dalla
funzione rappresentata nel piano cartesiano. Usando la partizione P si ottiene la divisione dell’intervallo

[a, b] in N intervalli contigui |, =[XH,Xi] ciascuno di lunghezza AX; = X; —X,_;. Selafunzione f &

limitata in [a, b] , allora su ciascun intervallo la funzione ammette estremi superiore Mi =sup f (X) ed
xel;

inferiore m, =inf f(x)

xel;

Si definiscono:
N
- Somma superiore associata ad una partizione P : S( f, P) = Z M., AX; .
i=1

N
- Somma inferiore associata ad una partizione P : S( f, P) = Zmi AX .
=1

- somma integrale superiore come S( f ) =inf S ( f, P) )

Pew

- somma integrale inferiore S( f ) =sup S( f, P) )
Pew

DEFINIZIONE DI INTEGRABILITA’ SECONDO RIEMANN:

Una funzione funzione si dice integrabile secondo Riemann se S( f ) =S ( f ) , € 'integrale di Riemann
b
a

della funzione f (X) sull’intervallo [a, b] vale I f (X)dX = S( f ) = S( f ) .

Il simbolo dell’integrale J. puo essere interpretato come una sommatoria di un numero indefinito di

termini, mentre il dX (differenziale) rappresenta I'ampiezza di un intervallo indefinitamente piccolo.

Una definizione pil formale di integrabilita secondo Riemann é la seguente:

Definizione: una funzione si dice Riemann integrabile nell’intervallo [a, b] se per ogni & >0 esiste una

partizione P tale che ‘S(f,P)—S(f,P)‘<g.

INTERPRETAZIONE GEOMETRICA
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Sia f :[a, b] — R una funzione rappresentata nel piano cartesiano. Scelta una partizione P dell’int
[a, b] , si ottiene una divisione dello stesso in N sottointervalli. Su ciascuno di essi si prende il valore

massimo M, e il valore minimo M, che la funzione assume. | termini della sommatoria

N
S(f,P)= Z M, AX, geometricamente forniscono I'area di rettangoli di base AX; e altezza M. | termini
i=1

N
della sommatoria S( f, P) = Z m; AX; geometricamente forniscono I'area di rettangoli di base AX;e
i=1

altezza M, . In entrambi i casi, se la funzione & positiva sull’intervallo [a, b] , Siottiene un approssimazione

dell’area sottesa dalla funzione nell’intervallo [a, b] che e tanto pil buona, quanto piu fine si sceglie la

partizione.

Vediamo un esempio di integrale calcolato attraverso la definizione.

1
Vogliamo calcolare JeXdX.
0

N
k
Prendiamo una possibile partizione dell’intervallo [0,1], P= {Xk = W . Con tale scelta della partizione
k=0

1
gli intervalli hanno tutti la stessa lunghezza AX = AX; = W .

k

k+1
,conk=0,.,N-1. M, =supe*=eM, m =inf e* =¢eM

X€|i XEli

Gliintervalli sono datida |, = L,ﬂ
N N
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N
1w 1Y 11—V
m, Ax, =) eN —=— eN | =—
I
N
N
s(f)= gups(f P)_Mll ei :1_—e:e—1
e 1_eN
1
N

1

1 K 1 N
N- ;1 eN N-1 Nl eN
P)=2_M, Ax Z "NTN (eN] NI

K k=0 k=0

S(f)=infs(f, P)_hlllir;e'“l_ : :1_—1e=e—1
1-eN
1
N

Poiché integrale superiore ed inferiore coincidono I'integrale di Riemann sull’intervallo [0,1] di €* e dato

1
da: Iexdx =e-1
0

FUNZIONI RIEMANN INTEGRABILI

A questo punto poniamoci il problema di definire funzioni integrabili. Vediamo quali sono le classi di
funzioni integrabili secondo Riemann nell’intervallo [a, b] che indicheremo con il simbolo iR([a, b]) Si

potrebbe pensare che é sufficiente la limitatezza della funzione sull’intervallo di integrazione, ma non e
cosi. Un esempio di funzione limitata ma non integrabile & la funzione di Dirichlet definita da:

1 XeQm[O,l]

f:[01] >R con f(x)= 0, x¢ Qn[0,1]

La funzione di Dirichlet presenta un numero infinito di discontinuita neII’intervaIIo[O,l]. L'insieme dei

numeri razionali & un insieme denso in R e quindi comunque si sceglie una partizione P dell’intervallo

[0,1], su ciascun intervallo |k saranno presenti infiniti numeri razionali e infiniti numeri irrazionali. E quindi

siavrache M, =sup f( ) 1, m, —Inff( ) 0, e quindi:

xel, xel;

S(f.P)=2m Ax =0 VP e = s(f)=0
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S(f.P)=> M Ax, => Ax =1 VPe» = S(f)=1
k k

Poiché S( f ) # S( f ) allora la funzione di Dirichlet non € Riemann integrabile.

A questo punto poniamoci il problema di delle classi di funzioni integrabili secondo Riemann (condizioni
sufficienti per I'integrabilita).

INTEGRABILITA DI FUNZIONI LIMITATE

Sono qui elencate due condizioni sufficienti ma non necessarie perché una funzione risulti Riemann
integrabile.

1. Una funzione limitata nell’intervallo [a, b] e integrabile se la funzione & monotona.

2. Una funzione limitata nell’intervallo [a, b] e integrabile se la funzione & continua a tratti (presenta

un numero finito di discontinuita a salto).

Dimostrazione dell’integrabilita di funzioni continue

Dimostriamo adesso che se una funzione & continua in [a, b] allora & integrabile. A tale scopo & necessario

preventivamente definire alcuni nuovi concetti.

Uniformemente continua: una funzione continua si dice uniformemente continua in un intervallo | ¢ R

se per ogni & >0, esiste un 5(5) >0 tale che VX, X, €| ,sihachese

X, —x|<8 = |f(x)-f(x)<e
Esempi:

1. Dimostrare che la funzione f :R >R con f (X) = X® non & uniformemente continua.

Siano X, e X, una coppia di valori tali che |X2 - X1| <0 ,sihache f & uniformemente continua se

‘f (X1)_ f (Xz)‘ < & ovvero ‘XZZ —X12‘<£ e o0 dipende solo dalla sceltadi & enonda X, e X,.

Poniamo X, =X +h con h<J:

‘xzz —><12‘=‘(x1+h)2 -x° :‘2x1h+h2‘<g

Si ha che & non pubd essere indipendente da X, , in quanto comunque fissata h

lim |[2x,h +h?| = +o0

X —©

1
2. Dimostrare che la funzione f :{X > 0} —>Rcon f (X) = — non & uniformemente continua.
X
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Siano X, e X, una coppia di valori tali che |X2 - X1| <0 ,sihache f éuniformemente continua se

1 1
‘f (x)-f (Xz)‘<6‘ ovvero | ———|<¢& e J dipende solo dalla sceltadi & enonda X, e X,.

X X
Poniamo X, =X +h con h<J:

1 1 h
— == —<¢
X, X | X +hox | |[(x+h)x

Siha che J non pud essere indipendente da X, X, , in quanto comunque fissata h

1 1

. h
I _— | =
xll—rg (x,+h)x e

3. Dimostrare che la funzione f :{X < a} —>Rcon f (X) =e* & uniformemente continua comunque

scelta aelR.

Siano X, e X, una coppia di valori tali che |X2 - X1| <0 ,sihache f & uniformemente continua se

‘f (x)-f (Xz)‘ < & ovvero [ —e*

<& e ¢ dipende solo dalla sceltadi & enonda X, e X,.

Poniamo X, =X +h con h<¢':

=

A questo punto possiamo sfruttare la monotonia della funzione €* per scrivere:
e" -1 <e’fe" -1 <e’|e’ 1

X, Xy x+h A% X,

e” —et|=|e et =e

gh

E arrivati a questo punto abbiamo dimostrato che £e ¢ non dipendono da X, .

Vediamo ora delle condizioni sufficienti alla continuita uniforme.

Teorema di Cantor

Se f & unafunzione continua in un compatto [a, b] allora f & uniformemente continua nello stesso

intervallo.
Dimostrazione per assurdo

Partiamo dal riscrivere il teorema in maniera formale:

Ve>0,35>0: VX X e[a,b],[x-x|<5=|f (x)- f(x)| <&

Vogliamo dimostrare per assurdo il teorema, quindi partiamo dal negare la tesi. Per fare cio possiamo
scrivere che esiste unvalore di ¢ = ¢, > 0 in corrisponde del quale Vo >0 3x,X e [a, b] tali che se

x=X|<8=|f(x)=f(X)>&
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1
Poniamoora == con neN .
n

Allora in corrispondenza di ¢ = &, si deve avere che Vne N HXn,Xn' € [a,b] tali che

|1 '
X, — X, <H:>‘f(xn)—f(xn)

> &,

Abbiamo cosi definito una successione X, per la quale vale il teorema di Bolzano Weierstress e pertanto

esiste una sua estratta Xnk che converge a un punto XO S [a,b]

Si ha che poiché [x, — X,

1 1 1
<—,allora X, ——< Xnk' <X, +— equindi per il teorema dei carabinieri anche
n n n

Xnk' converge a X, e quindi essendo f (X) continua la successione ﬂﬂl f (Xnk ) =f (%)
‘f (Xnk )— f (Xnk')‘ —>‘f (X)—f (XO)‘ =0. Questo implica che &, =0 e quindi non esiste un valore di
&, > 0 che permette di negare la tesi e quindi & assurdo.

Funzioni Lipchitziane

Una funzione si dice Lipchitziana se esiste una costante L >0 tale che VX, X, € |

[F(%,)— (%)< L|x,—x,]

Caratterizzazione di funzioni Lipchitziane: Se una funzione derivabile nell’intervallo | & Lipchitziana di

costante L nell’intervallo | se e solo se \f’(x)\s L Wxel.
Dimostrazione:

Partiamo dal dimostrare che se| f '(X)| <L Vxel allora f & Lipchitziana.

Vale il teorema di Lagrange in | quindi comunque scelti X,, X €1 con X, > X, , 3X, e[xl,xz] tale che
F06)= (%)= "(%) 06 —x) <L —x] .
Dimostriamo ora che se f & Lipchitziana allora ‘f’(x)‘ <L Wxel.

Poniamo X, =X +h,con h>0 ,sihache se f &Lipchitzianaallora Vx,h>0
f (%)= f(x)="f(x+h)—f(x)<L|x,—x|=Lh

f(xuth)-f(x)
h

< L e al limite si ha che

Dividendo entrambi i membri per h si ha che

lim f(X1+h|3—f(X1): f!

h—0

()<L
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Lipchitziana = uniformemente continua. Se una funzione é Lipchitziana allora & uniformemente continua
ma non é detto il vice versa (condizione sufficiente ma non necessaria).

A questo punto andiamo a dimostrare che la continuita su un intervallo chiuso e limitato [a, b] diuna

funzione f (x) implica I'integrabilita secondo Riemann sullo stesso intervallo.
Dimostrazione

Per il teorema di Cantor la funzione f (X) e uniformemente continua su tale intervallo, e quindi

per ogni & >0 esiste un o >0 tale che

[ (x)—f(x)<

&
b-a

Per ogni coppia X, X' € [a, b] tali che

[ab]
={Xo: X, Xy } dove X, =@ e X, =b tale che |Xk —ka1| <6 VK , allora posti:

m, = inf f(X): min f(X) (teorema di Weierstress)

xe[ 1% ] xe[Xe1 %]

M,= sup f (X) = max f (X) (teorema di Weierstress)

xe[ X1 % | X[ X1 %]

Essendo la funzione uniformemente continua si avra che

M, —-m, <
k k b—a

E percio:

S(P)-s(p)=>.(M x—xklé
k

Zx—xkl =&
k

Quest’ultima coincide con la definizione di integrabile secondo Riemann.

La limitatezza non € una condizione necessaria all’integrabilita. Riferendoci al significato geometrico di
integrale si ha infatti che se la funzione integranda risultasse illimitata nell’intervallo di integrazione e/o
I'intervallo di integrazione risultasse illimitato, allora potrebbe essere illimitata anche I'area sottesa dal
grafico della funzione. In tal caso le somme integrali non convergono e quindi la funzione non € Riemann
integrabile.

INTEGRABILITA DI FUNZIONI ILLIMITATE

Prendiamo in esame una funzione continua in (a, b) etaleche lim f (X) =400 oppure lim f (X) =400,
x—a* Xx—bh~

Nel primo caso poniamo =a" e nel secondo caso poniamo invece X, =b".
0
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Criterio di integrabilita: La funzione f (X) e integrabile nell’intervallo [a, b] se e solo se risulta

asintoticamente equivalente per X — X, ad un'altra funzione ¢ (X) integrabile nello stesso intervallo

(f(x)~g(x)).

Questo criterio permette di confrontare la funzione f (X) della quale si vuole capire se risulta integrabile

su un certo intervallo con una funzione della quale I'integrabilita € nota. Tipicamente si utilizza

1

g (X) =———— cherrisulta integrabile se e solo se <1
a
(x—%,)

INTEGRABILITA DI FUNZIONI LIMITATE SU INTERVALLI ILLIMITATI

Prendiamo in esame una funzione continua in [a, +oo) etaleche lim f (X) =0,con f (X) >0.
X—>+00

L'intervallo di integrazione & illimitato, ma non & detto che lo sia I'area sottesa dalla funzione in suddetto

+00

intervallo. I f (x)dx & integrabile se il risultato di questo integrale & un valore finito.

a

Criterio di integrabilita: La funzione f (X) e integrabile nell’intervallo [a, +oo) se e solo se risulta

asintoticamente equivalente per X — 400 ad un'altra funzione ¢ (X) integrabile nello stesso intervallo

(f(x)~g(x))

Questo criterio permette di confrontare la funzione f (X) della quale si vuole capire se risulta integrabile o

meno con una funzione della quale I'integrabilita & nota. Tipicamente si utilizza

+00

1
Lintegrale I —dx , con b >0 risulta convergente se & >1
X
b

CALCOLO DI INTEGRALI DI FUNZIONI CONTINUE

Finora ci siamo occupati di definire i concetti di integrale e integrabile, abbiamo visto come in alcuni casi
particolarmente semplici & possibile calcolare integrali passando direttamente dalla definizione e abbiamo
discusso di alcune classi di funzioni integrabili. Adesso invece ci occupiamo del calcolo esplicito di integrali
che in generale & un problema molto complesso. In generale la soluzione di integrali di funzioni qualunque
puo essere effettuato per via numerica attraverso approssimazioni che esula dagli obbiettivi dell’esame di
analisi. Esiste pertanto una classe di funzioni per le quali & possibile risolvere il problema in forma chiusa
(calcolare il risultato esatto). Queste funzioni sono le funzioni continue per le quali vale il teorema
fondamentale del calcolo integrale secondo il quale non & necessario sapere come si comporta la funzione
nell’intervallo di integrazione, ma e sufficiente conoscere gli estremi di integrazione e essere abili a
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individuare una funzione G (X) detta primitiva della funzione integranda f (X) Una primitiva G(X) e

una qualunque funzione che derivata restituisce la funzione integranda G'(X) =f (X)

Prima di procedere definiamo la funzione integrale come F (X) :I f (t) dt
a

TEOREMA FONDAMENTALE DEL CALCOLO INTEGRALE

X
Sia f (X) una funzione continua nell’intervallo [a, b] la funzione integrale F I f dte una
a

derivabile ed & una primitiva della funzione integranda f (X), quindi la sua derivata vale F’ (X) =f (X) .

Prima di passare alla dimostrazione del teorema fondamentale bisogna prima dimostrare il teorema della
media.

Teorema della media

Sia f una funzione continua nell’intervallo [a, b] allora esiste un punto X; € [a,b] tale che
b

[T (x)dx=f(x)(b-a).

a

Dimostrazione.

sia P ={a,b}, la partizione pit banale dell'intervallo [a,b] , m = mln f(x)= igfb] f(x)e

xe[a,b]

M = rT}a%(] f ( )— sup f ( ) I'esistenza e la coincidenza con gli estremi di massimo e minimo sono
Xe[a, xe[a,b]

assicurati dalla limitatezza e chiusura dell’insieme di base e dalla continuita della funzione.

Scelta tale partizione possiamo scrivere:

b

b
m(b—a)< [ f(x)dx<M(b-a) = msﬁ F(X)dx<M

a

1
b-a

Questo significa che f (X)dX € un numero compreso tra il minimo ed il massimo della funzione

O ey T

f (X) e per il teorema dei valori intermedi possiamo dire che f (X) assume tutti i valori compresitra m e

M e quindi esiste X, €[a,b] tale che X, :b—laj f (x)dx

a
Dimostrazione del teorema fondamentale.

Partiamo dalla definizione di funzione integrale

:Jx‘f(t)dt
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Per la proprieta di additivita dell’integrale si ha:

X+AX X X+AX

F(x+ax)= [ f(t)dt=[f(t)dt+ [ f(t)dt
a a X
Facciamo la differenza tra i due valori delle funzioni integrali appena ottenuti e dividiamo per AX in modo
da ottenere un rapporto incrementale della funzione F (X)
F(x+Ax)-F(x) 1 %

- = [ f(t)dt

Per il teorema della media esiste un valore X; dipendente da AX tale che X <X, <X+AX e

f (%)

! J'A f(t)dt

T AX

Per il teorema dei carabinieri se AX— 0 anche X, = X e quindi essendo f continua si ha che

Alirq) f (XO) =f (X) , e quindi facendo tendere a zero AX entrambii membri dell’equazione si ha che
5

_ X+AX
jim AP 09 i L (e = Fr(x0)= (%)
Ax—0 AX Ax—0 AX

X

Primitive di una funzione
L’insieme di tutte e sole le primitive di una funzione f (X) e dato da G(X) =F (X)+C concelR.

Dimostrazione

Se F (X) ¢ una primitiva anche G(X) =F (X)+C lo &. Infatti G'(X) = F'(X) =f (X) essendo nulla la

derivata di una costante.

Non ci sono primitive diverse da G(X). Infatti se Gl(x) e G, (X) sono due primitive di f (X) allora

(Gl(x)—G2 (X))’ =G, (x)-G, (x)=f (x)—f (x)=0. La derivata della differenza tra le due primitive

e zero quindi significa che differiscono per una costante.

INTEGRALI DEFINITI E INTEGRALI INDEFINITI

b
Si dicono integrali definiti quando sono presenti gli estremi di integrazione I f (X)dX, dove f (X)é detta

a

funzione integranda. Si dicono integrali indefiniti quando non sono presenti gli estremi di integrazione.

Nel primo caso si puo utilizzare la formula fondamentale del calcolo integrale:

if(x)dx:[F(x)]: —F(b)-F(a)
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Essa si ottiene facilmente a partire dal teorema fondamentale del calcolo integrale. Infatti

I f (t)dt =G (X) la funzione integrale & una primitiva della funzione f (X) quindi G(X) =F (X)+C,

a

dove F (X) € una qualunque altra primitiva.

a
Posto X=a, si ha che J. f (t)dt =G (a) =0 dalle proprieta della funzione integrale. Significa che G (X) é

a

una primitiva particolare che deve rispettare la proprieta che G (a) =0.

b
Posto X=D si hache j f (t)dt =G (b) =G (b) -G (a) Sto sottraendo zero quindi non cambia niente.

a

jf(t)dt=G(b)=F(b)+c—F(a)—c:F(b)—F(a).

L'integrale indefinito si riduce invece alla ricerca di una primitiva della funzione:

jf(x)dx: F(x)+c
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ESERCIZI SUGLI INTEGRALI

In questa sezione impareremo a risolvere gli esercizi sugli integrali. Per questo faremo riferimento a sole

funzioni continue per le quali & possibile calcolare la primitiva. In generale & bene sapere che malgrado
tutte le funzioni continue ammettono primitiva non e sempre facile trovarla e non & detto che essa si possa
scrivere come composizione di funzioni elementari (si pensi ad esempio alla funzione Gaussiana

2
f (X) =e* ). Questo perd non & un problema di chi affronta I'esame di analisi 1.

INTEGRALI INDEFINITI
_[f(x)dx

INDEGRALI DEFINITI
b
j f (x)dx

SIGNIFICATO GEOMETRICO DEGLI INTEGRALI DEFINITI

Rappresenta la somma delle aree che la funzione sottende nell’intervallo [a,b] prese positivamente nei

sottointervalli in cui la funzione & positiva e negativamente se la funzione € negativa.

y
0.5
04
0.3
0.2

\ e x
—1%\33;9u{_0J \QQJE//LO

Ad esempio l'integrale nell’intervallo [—1,1] della funzione in figura & data dall’area rosa meno la somma

delle aree azzurre.

1
[ f(x)dx=-A+B-C
-1
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PRIMITIVA DI UNA FUNZIONE
E’ quella funzione F(x) tale che F '(X) =f (X)

FORMULA FONDAMENTALE DEL CALCOLO INTEGRALE (PER INTEGRALI
DEFINITI)

b

If(x)dx: F(b)-F(a)

a

FORMULA RISOLUTIVA PER INTEGRALI INDEFINITI

If(x)dx: F(x)+c

RAPPORTO DI POLINOMI IN 4 PASSI

PASSO 1

DIVISIONE TRA POLINOMI

Se il grado del numeratore € maggiore o uguale rispetto a quello del denominatore, bisogna fare la

divisione tra il polinomio al numeratore P(X) e quello al denominatore Q(X), altrimenti andare

direttamente al passo 2.

P [Q(X)
R(X) [A(X)

A(x) e il risultato della divisione tra i polinomi P(x) e Q(x), R(x) € il resto della divisione. Bisogna applicare la
seguente formula:

A questo punto, si ottiene un polinomio A(X) facile da integrare e un rapporto di polinomi in cui il grado

del numeratore & inferiore rispetto a quello del denominatore.

Esl

IX5+2X_3

5 dx
X —x+1

Divisione:
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x° +2r =3 |2% +2? -1
—r° —at +? 2 —r +1
= - +2? 4+2r -3
+xt 428 —x
= 4z +2?2 +x -3
—z3 22 +1
= = +r =2

Si applica la formula:

5 f— —
J‘de=1(%+xz—x+l)dx
X*—=x+1 X*+x -1

PASSO 2

FATTORIZZAZIONE

Un qualsiasi polinomio, pud essere scomposto in fattori di primo e secondo grado, ciascuno con la propria
molteplicita.

Q(x) =(ax+b)* -...(a1x+bl)“””j(c1x2 +d1x+e1)ﬂl (G +d X +e, )ﬂk

m fattoridi primo grado k fattori di secondo gradocon A<0

Dove {al,..,am,ﬂl,...,ﬂk} sono le molteplicita algebriche.

Esl. p(X) = x?® —4 riconosco il prodotto notevole a® —b* = (a—b)(a+b) , da cui scompongo:

p(X) =(X—2)(X+2) : 2 fattori di primo grado con molteplicita unitaria

Es2. p(X) =X?+4 somma di due numeri positivi 2 non ammette radici reali = non si puo

ulteriormente scomporre - fattore di secondo grado A <0 con molteplicita unitaria
3+49-8
Es3. p(x) =2%x* =3x+1 > cerco le radici: h,= — siamo nel casoA>0, =2 r,=1,>

applico la formula ax2+bx+c=a(x—r1)(x—r2) e si ottiene infine: 2X2—3X+1:2(X—%j(x—1)

Es4. p(X) =x*+2x+1 > A=+/4—4=0 > sitratta del quadrato di un binomio, quindi la

fattorizzazione e data da (X +1) , Si tratta cioe di un fattore di primo grado con molteplicita 2
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Es5. p(X) =3x° +3§/§ X2 +3§/§X+1 , riconosco che si tratta di un cubo di binomio

(a + b)3 =a’+3a’h+3ab’ +b®, quindi la fattorizzazione risulta: 3x° + 33/5 X% + 3§/§X+1= (§/§x +1)

ovvero un fattore di primo grado con molteplicita 3

Es6. p(X) =x>+x%in questo caso e possibile raccogliere una x* e si ottiene: p(X) =x® (X2 +1) 2>1

fattore di primo grado con molteplicita 3 e un fattore di secondo grado A <0 con molteplicita unitaria

Es7. p(X) =x° +2X—3, si pud applicare la regola di Ruffini considerato che una radiceé r =1

coeif. del term.ilﬁ coeff. del termilﬂ coetf. del termi:ﬁ termine noto

digrado 3 digradoz aigrado 1
i o 2 3

radice del
polinomio
i 11=X L.1=1 34=3

I o+1i=1 2+1=3 E3-3=0 !
IL RESTO DEVE
VENIRE NULLO!!

Dacui p(X)=x’+2x—3= (X—l)(x2 + X+3) , @ questo punto osservando che il secondo fattore ha

A <0, si ha che non possibile scomporlo ulteriormente e quindi c¢’é un fattore di primo grado ed uno di
secondo grado.

PASSO 3

SCOMPOSIZIONE IN FRAZIONI
1. RADICI CON MOLTEPLICITA UNITARIA
Esempio

P(x) __A , Bx+C D Ex+D
(x—1)(x2+x+1)(x+2)(x2+3) x—=1 X*+x+1 x+2 x*+3

2. RADICI CON MOLTEPLICITA ALGEBRICA NON UNITARIA

Esempio
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polinomiodiun grado piu piccolorispettoal denom.

P(x) __A B C Dx+tE 0| F+Gx+Hx+1xX’+Lx’
(X=2)(x+1D°*(x+2°(x*+1)* x-2 x+1 x+2 x*+1 oX (X+1)*(x+2)(x* +1)
comenel caso conmolteplicitaunitaria quelloche restadel denom.Q(x)

MINIMO COMUNE MULTIPLO

Fatta la scomposizione bisogna fare il minimo comune multiplo e riscrivere il numeratore in forma

polinomiale.
3x% +2 _A . Bx+C _ A(X2+3)+(BX+C)(X—1) _ Ax?> +3A+Bx?+Cx—Bx-C
(x=1)(x*+3) x-1 x*+3 (x-1)(x*+3) (x=1)(x*+3)

_ (A+B)x*+(C-B)x+(3A-C)

(x-1)(x*+3)

RICAVARE IL SISTEMA

Applicando il principio di identita tra polinomi ricavare e risolvere il sistema lineare per il calcolo dei

coefficienti.
(A+B)x*+(C—-B)x+(3A-C)=3x*+2

Uguagliando i termini dello stesso grado, si ottiene il sistema lineare:

A+B=3
C-B=0
3A-C=2

PASSO 4

INTEGRAZIONE
Dopo aver spezzato I'integrale in una somma di integrali, gli integrali si risolvono uno per volta.
A questo punto l'integrale risulta scomposto in frazioni, che possono essere di 4 tipi:

Tipo 1.

n+l n 2

X
+a,,—+.+a, —+aX
n-1 n a:L 2 0

A(Xx)dx = g "t dx =
I (x)dx .[anx ta, X" o taxta dx=a,
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Tipo 4.

ax” +bx+c 2a av-A J=A

Iﬂdx:iln ax® +bx+c +Marctan(2ax+bj+k

Se A=0

j B dx = 2aB arctan 2ax+b +k
ax’ +bx+c av—A J=A

Se b=0

Ax+B A 2 B a
j > dx:—ln|ax +c|+—arctan — X |+k
ax” +c 2a Jac c

Dimostrazione

J- Ax+B _J-jf 23X+b +,B J‘ 2ax+b X+ dx

ax’ +bx+c ax® +bx+c ax® +bx+c Iax2+bx+c
2ayx+by+ p=Ax+B
Dal principio di identita dei polinomi si ha:

7/=A = f=B-by=B- bA=—ZaB bA
2a 2a 2a

A questo punto bisogna risolvere due integrali. Iniziamo dal primo:

J- 2ax+b

A
. dx = 7 Infax’ +bx+¢| = = In|ax® +bx+¢
ax? +bx+c 2a

Passiamo al secondo integrale:
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1
—dx
ﬂj ax? +bx+c

Al denominatore si vuole ottenere il quadrato di un binomio.

Allora si pone:

{ax =t? . Jax=t - b
bx = 2tm bx = 2:/atm 2a

Si aggiunge e sottrae m? ad denominatore.

1 1
jax2+bx+m2—m2+ch:'BJ(ax2+bx+m2)—m2+cdx

2 dX 2
( ax+bj —b—2+c (\/ax+ b J +—b2+4ac
2Ja) 4a 2\Ja 4a

Ponendo A =b?—4ac

1 4a 1
Bl 3 dx=p—| —dx
(Jémbj . Zﬁ( bj 1
2a) 4a J=A 2a
2a
2 JA 2aB-bA 2 2ax+b
) (Zaﬁbj;ldx—za ﬁa“‘a”( Nary )
J-A
_ 4aB-2bA arctan(zame
J-A J-A

Infine sommando i due integrali si ha:

_[—AX+B dx ——In|ax +bx+c| 288 DA - ctan[ 2220 |
ax’ +bx+c a«/ J-A
Esempio 1

[-2 -

2x% +3

Raccolgo un 3 al denominatore:
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=] 222 gf 21
3(3x +1) (3 +1j

2
Porto il § nel quadrato:

=_I -

BE

Moltiplico e divido per la derivata del termine nel quadrato

%\EI [261\/3 ""mta”(\gx}

Esempio 2

Il denominatore é di secondo grado e non scomponibile:

J- 2X+3

2—dX=
X +2X+3

Metto nella parentesi la derivata del denominatore:

_J- 2x+1+ﬂX 0{[ 2x+1 q

X+ B ————dx
X2 +2x+3 X2 +2X+3 -[x2+2x+3

Applico il principio di identita dei polinomi

a(2x+1)+ f=(2a)x+(a+B)=2x+3

{Za:Z {a=1
=
a+p=3 p=2

Spezzare l'integrale in due:

_J~ 2x+1

———dx
NG +2x+3 -[x2+2x+3

Risolviamo gli integrali uno alla volta.

Il primo € immediato:
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J- (2x+1)

X2+2X+3dx=log|x2+2x+3|

Il secondo integrale va ancora un po’ trattato:

1 1
2| ———dx=2 dx =
J‘x2+2x+3 x*+2x+b?>-b%*+3

Bisogna ottenere un quadrato perfetto al denominatore:

a’=x a=x a=x
= = =b" =1
2ab=2x  [2xb=2x b=1

1 1
_ZJ.(XZ+2x+1)—1+3dx_2jmdx_

Raccogliere un 2 al denominatore:

2T (x+1
i

dx =

Portare tutto nel quadrato:

FERNEE

Moltiplicare e dividere per derivata del termine nel quadrato:

dx =

l

m 4

Mettiamo infine insieme i risultati dei singoli integrali.

_«/_ I dx = \/5 arctan[X—Jrl

)

J- X+1

mdx:ln|x2+2x+3|+ 2arctan[x—Jr1
X2+ 2X +

&)
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INTEGRAZIONE PER PARTI

CASO INDEFINITO
j f(x)g(x)dx=F(x)g (x)—j F(x)g'(x)dx
CASO DEFINITO

:—j'F(x)g'(x)dx

a

j' f(x)g(x)dx =] F (x)g(x)]

Dimostrazione

Si parte dalla derivata del prodotto:

!

(f()a(x)) = F'(x)a(x)+f(x)g'(x)
() 9(x)=(f(x)a(x)) - f (x)g'(x)

Integrando entrambe i membri si ottiene:

j f’(x)g(x)dx=J( i (x)g(x))' dx—j f (x)g’(x) dx

Osservando che se partendo da una funzione prima si deriva e poi si integra si torna alla funzione di
partenza J( f (X) g (X))' dx=f (X) g (X) si ha che:

j f'(x)g(x)dx = f (x)g(x)—j f(x)g'(x) dx

In seguito sono riportate alcune situazioni in cui risulta vantaggioso. Con la f & stata definita la funzione

daintegrare e con la g quella da derivare. Nei casi seguenti bisogna avere p(x) polinomio di primo

grado, e q(x) polinomio di grado qualunque.

je"(x)-q(x)dx
f
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Esempio 1

jexx dx:exx—jexdx:exx—ex+c

Esempio 2

.[ez”e’ (3x2 +1) dx = %ezm (3x2 +1)—j%ez"*36x dx
; 2x+3(3x +1) 2-1 2x+3(6x) Ii 2x+36dx_; 2x+3(3x +1) i-l 2x+3(6x) ge2x+3=

= %e““ (6x2 —6x+5)+c

Per i casi seguenti invece considerare p(X) e q(x) polinomi di grado qualunque.

J'In(p(x)) q(x)dx

f

_[arctan (p(x))-(a(x))dx

%f—/ H/_/
g f

_[arcsin( p(x))-(a(x))dx

_
[s} f

jarccos(p(x))-q(x)dx

—_—
g f

Esempio 3

len(1+ X)dx =

x? —1+1
=?In|1 |——j dx
2
:—In|1 x|—— g bk
2 1+X 271+X

X2 1 1
=?In|1+ x|—5'f(x—1)dx+zln|1+ X| =
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2 2
=X—In|1+x|—x—+§+lln|1+x| =1[2(x2 +1)In|1+x|—x2+2x]+c
2 4 2 2 4

Un altro modo di applicare I'integrazione per parti, € quello di cercare di riottenere la funzione che si sta
integrando e poi risolvere come un equazione di primo grado. Una situazione in cui funziona questa tecnica
e la seguente:

Iep(x) cos(q(x))dx con p(x) eq(x) polinomidi primo grado

Esempio 4

I e cosxdx =

Applico integrazione per parti

=g cosx+jexsin xdx =

Applico ancora integrazione per parti

=e" cosx+e”sin x—_[eX cos x dx

A questo punto ho ottenuto un equazione di primo grado nella variabile J.ex cos x dx
jex Cos Xdx =e* cos X +e*sin x—jeX cos x dx

2.|'eX cos x dx = e cos x +e” sin x

e* cos x+e*sin x
5 +C

Ed infine: jex cos X dx =

Esempio 5

jsinz X dx

tecnica 1
= J‘sin2 xdx = Isin xsin xdx =

Si applica I'integrazione per parti
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—cosxsinx+jcos2 xdx =

Passaggio di trigonometria: porre cos® x=1-sin?xdx

—cos Xsin X + J'(l—sin2 X)dx =

Si ottiene infine:

J‘sin2 X dx = —Cos Xsin X + x—jsin2 X dx

Da cui & possibile svolgerlo come un equazione di primo grado:
2J‘sin2 X dX = —COS XSin X + X

Ed infine:
. 1 . 1
J.SII’] XdXx =—-=cosxsin X+ =X
2 2

Ricordando la formula di duplicazione del seno sin(2x) =2SIN XCOS X , il risultato pud essere

riscritto nella seguente forma:

J.sin2 xdx = —Esin(2x)+£x
4 2

tecnica 2
J'sin2 xdx =
= jsin2 xdx+jcos2 xdx—jcos2 x dx
= _[(sinz X — OS> x)dx+.|'cos2 X dx
Formula di duplicazione del coseno: COS(ZX) =C0s? X —Sin? X
a2 H)
jsm xdx:J.—cos(2x)dx+J'1—sm x dx
Anche in questo caso si puo risolvere come un equazione di primo grado nell’'incognita J‘Sin2 X dx

sin(2x)

2J'sin2xdx=— +X

Infine:
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Isinz Xdx = _sin(2) WX
2

Esempio 6

J'exsinz xdx =

- jex (sin2 x dx — cos? X + COs> x)dx -
= J.eX (sin2 x dx — cos? x)dx+.|’eX cos? x dx =
Applico la formula di duplicazione del coseno. E inoltre scrivo €0s* X =1—sin® x

_J.e —cos(2x)) dx+_|'e 1 sin x)dx

A questo punto si puo risolvere come un equazione di primo grado.
_[exsinz xdx = —IEXCOS(ZX)dX+eX —Iexsin2 X dx

2_|'eX sin® xdx = —Iex cos(2x)dx +e*

J'exsinz xdx = —%J'eX cos(2x)dx+%eX

Risolvo a parte I'integrale J'eX cos(2x)dx

_[ex cos(2x)dx =e* cos(2x)+ IeXZSin (2x)dx =e*cos(2x)+2e”sin (2x)—jex4cos(2x)dx
S.feX cos(2x)dx =e*cos(2x)+2e*sin(2x)
_[ex cos(2x)dx :%eX cos(2x)+§exsin(2x)
Sostituisco nell'integrale di partenza:

Iexsinz xdx = —l(lex cos(2x)+zexsin(2x)j+leX
2\5 5 2

Esempio 7
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= xtanx—jtan xdx =

sin X
= xtan x— [ ——=dx = xtan x+ In|cos x| =
COS X

Esempio 8

Partiamo da:
J'exzxdx =£jeX2 2xdx =1eX2
2 2

. s . 3
Proviamo a sostituire nell’integrale xcon X”.

2
Jex x3dx =

j‘(eXZZX)%x2 dx =e* %xz —.[exzxdx:exz %xz —%I(exz 2x)dx:%exz X2 _%exz

Proviamo ora a sostituire nell’integrale x3con X°.
X2 5y
e" x’dx =
2 1 21 2 2 1 2
J‘(eX 2x)—x4 dx =e* —x“—J‘ex 2x3dx =e* —x“—J'(eX 2x)x2dx=
2 2 2
2 l 2 2 1 2 2 2
=¥ =x*'—¢* x2+J‘(eX 2x)dx=—eX Xt —e¥ x? +e*
2 2
Proviamo ora a sostituire nell’integrale x> con X", con N dispari.
X2 n _
e” xX"dx =
Prima ricorsione:
2 1 21 :n=1
J‘(eX 2x)—xn ldx =e* = X" 1—Iex —=x"%dx =
2 2 2
Seconda ricorsione:
el .4 1n-1

e EX —ETI(erxz)x”‘3dx e EX

Lyt —En—_lexzx”‘3 +£n—_1_‘.eX2 (n—3)x"*dx
2 2 2

Terza ricorsione:
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:exz lxn—l_l n_leXZXn_S—i-l n-1n-3 (ZXEXZ)Xn_SdX=
2 2 2 2 2

:elexn_l_ln—l 2 n_3+1n—1n—3 @5 _
2 2 2 2 2

A questo punto si pud proseguire per logica.

2 n 1 ., 1In-1,.,5, 1n-1n-3 . ., 1n-1n-3n-5 ,. ¢
je X"dx==e" X"t - —e" X"+ ——e"x"°-= e X" +
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 x% ,n-1 1 X2 ,n-3 1 X2 ,n-5 1 X2 ,n-5
:Ee X —?(n—l)e X +§(n—1)(n—3)e X —?(n—l)(n—B)(n—S)e X" 4.

A questo punto per scrivere il risultato ottenuto in forma piu elegante si puo utilizzare

ni'=(n)(n-2)(n—4)-..

n-Hi o1 (n=)N e
“Hut T2 (noa)n 2° (n-5)!! 2* (n—7)!

el

1

—~

=€

N

—~
>

:ex2 . i (_1)n—k 1 (n_l)” X(Zk—n—l)

o 2 (2k—n-1)!

A questo punto dimostriamo la correttezza del risultato ottenuto per induzione.

RNy X2 : nk 1 (n_l)” (2k—-n-1)
J‘e X dx_e ’ Zn;—l(_l) 2nfk+l (2k—n—l)“X

T2
Passo 0:

Dimostriamo i risultati gia ottenuti:

Verifichiamo il risultato per n=1

iy _ X : nk 1 on 2k-2 _ % 0 " _1
J.e x'dx =e -g(—l) me =e* - (-1) 2+1WX =5e

1

Anche se non necessario verifichiamo il risultato anche per n=3

I T S L I RS G 1| R 1| R I
_[e x’dx =e -;(—1) 24*"—(2k—4)!!x =& |~ ¥ *3¥ @x =

=~

Anche se non necessario verifichiamo il risultato anche per n=5
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2 2 - I
Iex Xdx=e - > (1) L ) X =

= 25 (2k—6)1!

. n n n ,
" (+%ix°—%£x2+£ix4j:ex (1—x2+1x4j
2° oN 2° 21 24N 2

Dimostriamo il passo induttivo. Bisogna dimostrare che e vera I'implicazione:

2 n e n n-k 1 (n_l)” (2k—-n-1)
je x"dx =e -kzzn;l(—l) S (2k—n—1)!!x =

2

X2 N2 4y _ X2 K ne2-k 1 (n +1)” (2k-n-3)
:>Ie x"2dx =e -k_zn;s(—l) i (2k—n—3)!!x

2

.[exz X" 2dx = %j(exz 2x) X"Mdx = %exz X" —%(n +1)jex2xn dx

n 11
%Xnﬂ_ Z (_1)n*k 1 (n+1)-- X(2k—n—1)

! 2" (2k —n=1)M!
2
n-1
%x"*l—z—lz(ndrl)x”+%(n+1)(n—l)x“‘l+...+(—1)2 L (n+1)n
2 2
& e 10 (n)M e
1 2-k (2k-n-3) _
k_%( ) Mk (2k—n—3)!!x
2

%x"”—%(n+1)x“‘l+....+(—1)n;1 nl+3(n+1)!!

22
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INTEGRAZIONE PER SOSTITUZIONE

j‘ f (x)dx

Voglio sostituire la variabile x con un’altra variabile y legata ad x dalla funzione y = g(x) .

PASSO 1

Ci sono due opzioni:

1. Ricavo X in funzione di y

x=g7(y) = dx=[g?(y)]dy

2. Derivo direttamente:

9()=y = [g()]de=dy

PASSO 2

Sostituisco nella funzione le y con g(X) ele X con g‘l(y)

PASSO 3

Se I'integrale e definito cambio gli estremi di integrazione

x=a = y=g(a)
x=b = y=g(b)
Quindi ottengo:
b g(b)

[f(x)ax= | f(y)%[g‘l(y)]dy

a g(a)
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SOSTITUZIONI RAZIONALIZZANTI

Sia R(t) , Una qualsiasi funzione razionale (rapporto di polinomi).

Integrali scritti nella forma:
IR(f (x)) £'(x)dx
La sostituzione da porre & f (X) =t = f’(X) dx =dt

Da cui si ottiene:
jR(t)dt
ESPONENZIALI
jR(e“X)dx

Sostituire: e** =t = ax=Int = dx:itdt
(04

E si ottiene: j R (t) idt

at
LOGARITMI
j R(In x)%dx

Inx=t = 1dx:dt
X

E si ottiene: IR(t) dt

POTENZE

j R (x“ ) x*dx

1
X* =t = ax”'dx=dt = x*'dx=—=dt
a
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E si ottiene: %J'R(t) dt
RADICI DI POLINOMI DI PRIMO GRADO
J.R<\/ax+b,x)dx

t>—b
a

Jax+b =t =ax+b=t*= x= = dx=§dt

E si ottiene:
2_

IR(t,t bj 2 gt
a a

Esempio:

(%)ZH sin(\/E) dx

'! 1+cosx—1x-1

Sostituzione: YX—-1=t = x—-1=t> = x=t*+1= dx=2tdt

Sostituzione agli estremi:

2 2
sex=|Z|+1=>t= %] +1-1==
2 2 2

Se x=1 = t=+/+1-1=0

Da cui

/2 H /2 H 71'/2_ H
J- sin(t) 2tdt_2J- sin(t) dt——ZI sin(t) ot
1+ cost

1+cost t

1+cost

0 0 0

f!
Al numeratore c’é la derivata del denominatore I (X) dx = In| f (X)|

f(x)

Quindi il risultato dell’integrale & —Z[In |l+ COStHZ/2 = —2(In1— In 2) =2In2=1In4

RADICI DI POLINOMI DI GRADO
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JR(Jax rbx=c) d

CASO 1: a>0

La sostituzione che funziona sempre si ottiene ponendo:

Jax? +bx+c =+ax+t

Da cui facendo un po’ di passaggi si ottiene:

2
ax? +bx+c=ax? + 2Jaxt +t> = bx+c=2Jaxt+t*> = (b+2\/5t)x=t2—c:> x=t;C

(b+2\/5t)

_o|_t-c
=4 (b+2v/at) .

Questa sostituzione anche se permette di ricondursi a un rapporto di polinomi (qualcosa che si sa fare) e
piuttosto lunga e calcolosa. Una soluzione pil rapida e ricercata per questo tipo di integrali € la sostituzione
con le funzioni iperboliche.

Riportiamo le principali proprieta delle funzioni iperboliche (che assomigliano molto alle proprieta delle
funzioni trigonometriche)

g —e™* et +e”

sinhx=———, coshx=
2
Geometricamente nel piano cartesiano possono essere rappresentate sull’'iperbole X% — y2 =1.In

particolare preso un punto dell’iperbole di coordinate (XO, yo) sihache X, =cosh A e Yy, =sinh A dove

A & I'area rappresentata in figura.

2
Y,
1
A [ X .
2

La relazione fondamentale che lega seno e coseno iperbolico (si ottiene dall’equazione dell’iperbole):
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cosh? x—sinh? x =1
Formule di duplicazione:

sinh(2x) = 2sinh x cosh x
cosh(2x) = cosh? x +sinh? x

Legame tra le funzioni iperboliche inverse e la funzione logaritmo:

sinh™(x) = In(x+\/m>
cosh‘l(x):ln(x+\/H)

Derivata delle funzioni iperboliche:

(sinh x)' = cosh X

(cosh x)' =sinh

- 71 '_ 1
[smh (x)] T

1
[cosh (x)} -

Sostituzione con funzioni iperboliche

Prendiamo ad esempio il seguente integrale:

I\/1+ x*dx =

Possiamo porre X =Sinht = dx =cosht dt esiha:

.[\/1+sinh2t cosht dt:j cosh?t dt
Dove si e sfruttata la relazione fondamentale che lega seno e coseno iperbolico.
j cosh?t dt :_[ cosh? t+sinh? t —sinh? t dt =I [ 2cosh(2t) ]+[1-cosh®t |dt

Dove si sono sfruttate le formule di duplicazione del coseno e di nuovo la relazione fondamentale tra seno
e coseno.

Zj cosh?t dt :_[ cosh(2t)dt+jdt
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j cosh?t dt =lsinh(2t)+lt =lsinhtcosht+lt =lsinht\/1+sinh2t +1t
4 2 2 2 2 2
E ricostituendo la X =sinht = t=sinh*x=1In (X+ NG +1) si ha:

=%x\/1+ x? +%In(x+\/x2 +1)

CASO2: a<0

Sostituzione con funzioni trigonometriche

.f\/l—de

Sostituzione: X =sint = dx=cost dt , t =arcsinx
= I\/l—sinzt costdt = Icosztdt

Icosztdt = .”:COSZt—SinZt}-FI:SinZt}dt = J.COS(Zt)-Fl—COSZt dt

sin(2t
choszt dt:L—t
sint cost—t  sint ¥1-sin®t —t  x/1—x? —arcsin x
Icoszt dt = = =
2 2 2
Esempio 2

J\/—x2 +2x dx =

Nella radice aggiungo e sottraggo 1 in modo da ottenere un quadrato perfetto:

[V +2x—ToLdx = [[~(x~1) +1dx

Sostituzione: X—1=sint = dx=cost dt , t=arcsin(x—1)

:I\/—sin2t+1 costdt =

Da cui sfrutto il risultato dell’esercizio precedente:
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_sint 1—sin2t—t:(X—1) 1-(x~-1)" —arcsin(x-1)
2 2

FUNZIONI RAZIONALI IN SENO E COSENO

SOSTITUZIONE 1

IR(sin x)cos x dx

Porre: Sin X =t = cos xdx = dt
Sostituendo: [ R (t)dt
Identicamente:

IR(cos x)sin xdx

Porre: COSX =t = —sin xdx = dt

Sostituendo: —I R(t)dt

SOSTITUZIONE 2
j R(sin x,cos x)dx

Parametrizzazione di seno e coseno:

. 2t 1-t? X 2
sinX=— COSX = - tan| = =t dx= .
t“+1 1+t 2 1+t

Sostituendo si ottiene:

_ 2
J-R 22t ,1 t2 22dt
t°+1 1+t° )1+t

———dx
sinx+1

e © Ing. Casparriello Marco - www.marcocasparriello.it
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SOSTITUZIONE 3

jR(tan x,sin? X, cos’ x)dx

tanx=t = x=arctant = dx = >

1+t
sin® x sin® x
tan’x =t ——=t> ——+1=t’+1
cos” X cos” X
a2 2
SIn“ X+ C0s” X 1 2
5 =———=t"+1
COS” X COS” X
oS’ X = ——
1+t
2
sin® x = ——
1+t

2
[RIt, LU
1+t 1+t° )1+t
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Esempio 1
cotx—-1
jz—dx=
cot* x+1
COS X 1 (COSX Sian
sin x . .
smx dx = .[ dx=j(cosx—smx)smxdx=
cos? X, cos’® X +sin? x
sin?x | sin? x

A questo punto si puo dividere in due integrali:

2 .
:Isinxcosde_ISinzxdx:(cozx) —(—Sm(zx)+1j cos’ X+Sm2X—§

4 2 2 4 2

Esempio 2

Sin X

Moltiplico sopra e sotto per Sin X

sin x sin X
[ g [ Xy
sin” X 1-cos” x

Sostituisco: €COSX=t = —sinxdx=dt

1 1
Jet=t @y -

Al numeratore aggiungo e sottraggo t , e si ha:

1-t+t t 1
= =— dt —dt—
I 1+t j 1+t j1—t2 I1+t "2 I1 t?
4/ —t «/ 1- t 1+t
—InfL+t|+ —In‘l t‘— In|1+t|+|n4/1 t‘_ln
|1+t| |1+t| 1+t
E infine sostituendo t=C0SX si ottiene:
1-cosx
=In
1+cosx
Esempio 3
f sinsx dx —
COS™ X

Moltiplico e divido per un COS X
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I sin X cosx J-

1 1 ,
3 > 2sinxcosxdx == f—ZZSlnxcosxdx:
cos xcosx cos x 2

(1-sin*x)

In questo caso & possibile porre SiNX=t = 2sin xcos X dx = dt

SR R S S S
21—t 21-sin“x

Esempio 3

1
I1+x4 dx=

Bisogna fattorizzare il denominatore che perd non ammette radici reali. Cerchiamo le radici complesse:

2
1+x*=0 = x*=-1l=cosz+isinr = x:cos(%+k§j+isin[%+%]:>

Ci sono due coppie di radici complesse e coniugate: X, =X, e X, =X, .

Lx = (=2 ) (X=3) (X =26 ) (X =% ) = (X=X (% + %) =3 ) (X=X (% + % ) = X% ) =

Osservando che X, +X =2Re{x,} e che Xx, =|X1|2
=(x2—2Re{x1}x—|x1|2)(x2—2Re{x3}x—|x3|2)=(x2—x/ix—l)(xz+\/2_x—1)
IidXZI 1 dX:J. Ax+B + Cx+D
1+x* (xz—\/fx—l)(x2+\/2_x—1) (xz—\/ix—l) (x2+\/2_x—1)
IAX3+\/_Ax2 AX+Bx? +/2 Bx—B +Cx’ —2Cx* ~Cx + Dx* - /2 Dx~D

(x —J2x- 1)(x +\/_x 1)

Dal principio di identita dei polinomi si ottiene il seguente sistema:

dx =

d:
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1
A=_——_
A+C=0 Zf
V2A+B-\2C+D B=-3
~A+yJ2B-C-y2D=0 |o__ 1
_B-D-1 22
p-_1
2
ip Vaxea g Ap Jaxed
4 (xz—ﬁx—l) 4 (x2+J2_x—1)
—In(xz—\/fx+1)+ln(x2+J§x+1)—2arctan(1—«/§x)+2arctan<l+«/§x)
= +C
a2
Esempio 4
ISinZde=j sin2x4 Ccos xdx = szcosxdx=Iszcosxdx
cos® x (cosx) [(cosx)z} [1—sin2x]

sinx=t = cosxdx=dt

2 2
[ t sdt=| L ZM=jA4-B+E{gi?}n=
[1—t2] (1—t) (1+t) 1-t 1+t dt{ 1-t
A B C+Ct*+2Dt
I F— -
It 1+t (1-t)
I(B—A)t3+(—A—B+C)t2+(A—B+2D)t+(A+B+C)

(1)

dt =

dt =

A--1

B—A=0 4

-A-B+C=1 B=—E

= 4
A-B+2D=0 1
A+B+C=0 CZE
D=0

=%(1 2ttz + |n|1—t|—|n|t+]4j = %(122:2)()( +In[L—sin x| Insin x+1|j+c
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jsin3 xcos® xdx = _[sin3 X c0s® X Cos X dx = Isin3 x(l—sin2 x)cosx dx =

-4 .6

. . sin*x  sin® x
=J‘(sm3 X —sin® x)cosx dx= -

4 3]

j“#dx=

FExVx* -3
JX2-3=t = x*=3+1t> = x =3+t = dx = ¢ dt
\3+12

T

:j t dtzjl' 12 dtzi{arctan(Lﬂlz—
o tV3+t2 V3 +1t7 03+t 3 V3J), 643
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